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Introduction

Toute expérience scientifique doit pouvoir &tre répétée et,dans
les mé@mes conditions, conduire aux m&mes résultats. Toute proposition,
toute loi et, de maniére générale,-ggazﬁgbdéle mathématique qui prétend
décrire ou expliquer le réel ne peut &tre contredit par un seul fait de
la réalité observée. Les modéles mathématiques sont dohc constamment
remis en question et n'ont donc jamais un caractére définitif.

Mais, en sciences dites humaines, un fait isolé est rarement reproduc-
tible. Cependant,les événements qui se rattachent aux sciences humaines
sont souvent reproductibles dans des ensembles bien définis (POPULATION)
quand on les obtient par l'observation de groupes assez nombreux (ECHAN-
TILLON). L'analyse statistique permet d'évaluer la reproductibilité
des faits observés, la vraissemblance des propositions, la conformité
des hypothéses. ’

La statistique est la science qui se propose de rassembler, d'ordonner,
de représenter, d'étudier pour en tirer des conclusions, les données
numériques se rapportanb a des phénomeénes collectifs,

La partie des statistiques qui se propose de rassembler, d'ordonner,
de représenter les données s'appelle la statistique descriptive.

La partie qui s'occupe de tirer les conclusions et & laquelle le calcul
des probatilités sert de base, s'appelle statistique descriptive.mathimiuyse




1~ Population - échantillon

L'ensemble des éléments auxquels se rapporte une recherche statistique
s'appelle une POPULATION.

Exemples: Les éléves d'une classe, Ies petits pois d'une m@mes espéce, les
revenus imposables en Belgique, la vitesse d'un corps lors d'une expérience
de physique, le prix d'un disque dans différents poits de vente...

Considérons comme population, l'ensemble des Belges. On se pose par exemple:
la question suivante: Quel est 1'3ge moyen du Belge? '

Une premiére méthode consiste & relever 1'sge de tous les Belges et d'en
faire la moyenne. Une seconde méthode consiste a relever 1'8ge de quelques
milliers de Belges '"pris au hasard" et d'en faire la moyenne.

La premiére méthode est peu commode et sa précision est illusoire (naissan-
ce et décés durant le relévement). La seconde méthode est précise dans la
mesure ou

1~ Les Belges sont vraiment pris au hasard dans l'ensemble de la
population. _
2° - Le nombre d'dges relevés est grand.

Définition: "Echantillon: ensemble d'éléments a propos desquels on a effec-
' tivement recueilli des données.

Population : ensemble d'éléments parmi lesquels on aurait pu
choisir 1'échantillon c-a-d l'ensemble des éléments
qui possédent la caractéristigue que 1l'on veut
observer.

Un ECHANTILLON est représentatif d'une population pour un caractére s'il
n'y a aucune raison de penser gue la valeur de ce caractére puisse différer
dans 1l'échantillon et dans la population. Le probléme se pose du choix d'un
échantillon valable.




2 ~Distribution des donneées

Lorsqu'on collecte des données, il faut les représenter d'une fagon claire

avant de pouvoir les interpréter.

2-1 DISTRIBUTION DE DONNES NON GROUPEES

Exemple 1: Considérons les résultats obtenus sur 10 & un travail fait par
une classe de 25 éléves. On obtient les résultats suivants:

245276345555424352566679%

Exemple 2: Prélévement d'un échantillon de cosses de petits pois d'une
variété déterminée tirée de la récolte 79 & 1l'institut horticole de Gembloux.

Nombre de petits pois par cosse:

2 4 5 6 2 4 9 3 1 ? 8 6 8 7 .10 8 12 10 9
6 7 4 3 9 7 5 .6 L -5 5 7 4 8 6 11 5 6 5
% 7 6 8 5 3 4 2 3 0 9 1 4 O 8 6 6 5 5
6 5 4 5 3 6 7 6 4 6 6 8 12 107 5 5 3 2
5 6 4 7?7 6 8 4 3 5 4 6 14 119 7 3 1 2 O
5 5 6 7 6 97 8 107 5 3 5 6 13 4 6 2 8 9
1M 12 9 0 2 3 6 8 7 2 3 5 7 6 8 9 10 12 8
0o 2 3 4 6 7 8 7?7 4 5 7 6 10 9 9 8 4 5 4
5 6 7?7 8 8 5 5 5 6 4L 7 7 9 123 2 2 4 5
2 1 3 5 4 7 8 8 7 8 8 6 6 5 6. 3 4 6 6
6 6 7 8 6 6 5 6 4L 6 6 6 9 7 4 8 5 6 0
L, 6 6 7 5 5 8 6 6 5 6 6 6 .9 9

Nous pouvons classer les résultats sous forme d'un tableau ordonné:

Exemple 1: résultat de nombre d°
ltéléve apparitions
o x4 ng

2 L
3 2
L 5
5 7
6 . 4
7 ' 2
8 0
9 1
n=i£nn i =25




- b4
Exemple+ 2: Nombre de petits Nombre 4!
pois par cosse apparitions
Xy ng
0 6
1 L
2 12
3 15
L 2L
5 35
6 48
7 26
8 24
9 14
IO 6
I1 3
12 5
13 1
14 1
15
n=3)  n,= 224
i=1 1

Xy sont les valeurs observées et,ni, 1'effectif ou frégquence absolue
d'apparition de la valeur observée Xy N

(Dans l'exemple 1, xh= 5 et n4v= 7 signifie qu'il y a 7 éléves qui ont
obtenu la cote 5 sur 10)

S'il y a p valeurs observées et que l'effectif de ltéchantillon est n, on.a

E:nizn

i=1

Pour de tels tableaux, on définit
1°)

n,
fi =‘31 qui est la frégquence relative de la valeur observée Xy o

Dans l'exemple 1, f2= 0,08 signifie qu'il y a 8% des éléves qui ont
obtenus la cote 3 sur 10. ‘




)%
on a > fi = 1
i=1
k 1 k
2°) Lsz fi = e'z:%ni gui est une fréquence relative cumulée.
1= n i=

Dans 1'exemple 1, (P 4 =0,72 signifie qu'il y a 72 % des éléves qui ont
obtenu une Cote inférieure ou égale a 5. '

Exemple 1: Exemple 2:

X5 By 5 |9 X3 by s P
2 Y 0.16 | o0.16 0 6 0.026 | 0.026
3 2 0.08 | o.24 1 I 0.017| o.ouy
b 5 0.20 | O.u4 2 12 0.053| 0.098
5 ? 0.28 | 0.72 3 15 0.066| 0.165
6 4 0.16 | o.88 I 2k o.107| 0.272
7 2 0.08 | 0.96 5 35 0.156 | 0.428
8 0 0 0.96 6 58 | o.214] o.642
9 ! o.o4 | 1 7 26. o.116] 0.758
8 24 0.107] o.866
25 1 9 14 0.062] 0.928
10 6 0.026 | 0.955
1. 3 0.013] 0.968
12 5 0.022| 0.991
13 1 0.004 | 0.995
14 1 0.004 | 0.999

224§ . 0.999

2-2 DISTRIBUTION DE DONNEES GROUPEES EN CLASSE

Exemple 3: Un service social désire se faire une estimation du type de

clientéle qui entreprend des démarches auprés de lui.

Pour un tel exemple, un tableau non groupé serait volumineux. On groupe
alors les effectifs en classes. ( Ce sera le cas pour toute variable
continue.)

Chaque classe sera représentée par une valeur centrale Xi qui représentera

dans les calculs les valeurs observées de la classe.

Pour chaque classe, on devra connaitre 1'étendue ou amplitude de la

classe.Celle-ci vaut la différence des valeurs extrémes de cette classe.




On définit ici comme en 2-1, la notion de  fréquence absolue (ni), de

fréquence relative (fi) et de fréquence relative cumulée (Yk) s

ni P
fi=-ﬁ- (Zi=1:f1=1)

k 1 k
Pe=22 =523 ™
i=1 i=1
classes des ages centre de la. [
de la clientéle classe
e Xy By £y s
201 10 5 0.005 0.005
120 , 251 22.5 ‘19 0.019 0.024
125 , 301 27.5 37 0.037 0.061
130 , 401 35 72 0.073 0.134
40 , 501 45 114 0.115 0.249
350 » 60} 55 151 0.152 0.401
360 5, 651 62.5 177 0.178 0.579
J65 , 701 67.5 200 0.201 0.780
J70 80 218 0.220 1
993 1

Exemple 4: Mesure de la capacité thoracique d'un échantillon de 50

8tres humains.

classes Xy ny £y L?i
2. >1
2400 cm”-2699 cm 2550 3
2700 -2999 2850 1 g‘gg (?}ﬁ?
3000 -3299 3150 6 0.12 0.20
3300 -3599 3450 12 0‘24 ' 0.44
3600 -3899 3750 14 0.28 0,72
3900 -4199 4050 8 0.16 : 0.88
4200 -4499 4350 4 o’QS o. ¢
4500 4799 4650 1 0.02 0.98
4800 5099 4950 0 o ‘ -gs
5100 5399 - 5250 ! 0.02 .
50 N




3~ Représentation graphique dune distribution

3-1 DISTRIBUTION NON GROUPEE

Les graphiques les plus souvent utilisés dans le cas de distibutions
non groupéees sont - le diagramme en batonnets
-~ le polygone des fréquences relatives ou absolues
- le diagramme des frégquences relatives cumulées

Exemple 1%  diagramme en bAtonnets.

A

1 23 4 5 6 7 8 9 10 x

—
i

Le batonnet correspondant & la valeur xide la valeur observée a
une longueur n,. La somme des longueurs des biatonnets vaut donc n.

Si on porte en ordommée Ies frééﬁénces relatives (fi) a la place
des fréquences absolues Oni) » on obtient le diagramme en bitonnets des

fréquences relatives et dans ce cas la somme des longueurs des
bitonnets vaudra 1.




Poly gone des fréquences absolues:
Polygone obtenu en joignant les sommets des batonnets du diagramme
précédent. On rejoint donc les points (x. ,ni) par des segments de
droite.




Diagramme des fréguences cumulées relatives:
On représente les points (x,,$Y.). On trace un segment horizontal a
partir de chaque point dm g%“apﬁiq;ue, vers la droite et ce Jjusqu'a arriver
a l'aplomb de la valeur suivante de la variable. Om obtient ainsi une
fonction en escalier dont on dessine 1les contremarches.

.4

1 ! et @ 0 908 0 0 A 0 o on e P A A D WY B D A Dy o D >~

10




Exemple 2

Diagamme en bAtonnets et polygone des fréquences absolues du nombre de

petits pois par cosse.

o |

50
4o
30 |
N\
20
10 P

8

9

10

1

12

13

14
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1

Polygone des fréguences relatives du nombre de petits pois par cosse:

-

5

9 10

M

12

13

14

Diagramme des fréquences relatives cumulées du nombre de petits pois par

cosse:

e e A

1

12
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3-2 DISTRIBUTIONS GROUPEES EN CLASSES

Les graphiques lesplus souvent utilisés pour les distributions groupées
en classes sont - Les polygones des fréquences relatives cumulées

-~ Les histogrammes

Exemple 3 Polygone des fréguences relatives cumulées

On porte sur le graphique, les points (bi}fi) ou bi”est la borne supéri-

eure de la classe i. On rejoint ensuite tous les points obtenus par des

segments obliques.

20 " 25 30 56 55 Z6— 55—




oy
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Histogramme

Un histogramme est une représentation graphique au moyen de rectangles
dont la base correspond . a l'intervalle de la classe et dont 1' aire a une
mesure proportionnelle & la fréguence relative ou absolue de la classe.

Dans ce cas, toutes les classes sont représentées par des rectangles ayant
des bases égales et dont les hauteurs ont des mesures proportionnelles aux
fréquences absolues (et donc aussi aux fréquences relatives).

Ce sera le cas dans l'exemple 4.

Puisque c'est 1'AIRE du rectangle qui doit dépeindre la fréquence, ce
serait alors une erreur de prendre une hauteur du rectangle proportionnelle
a cette fréquence. Lé-hauteur doit maintenant dépendre aussi de l'intervalle
ou amplitude de chaqgue classe. Souvent, une certaine amplitude de classe
se répéte un grand nombre de fois et peut &re considérée comme 1l'amplitude
normale, tandis que certaines classes ont une autre am@litude, qul est en
général un multiple de l'amplitude normale.

- Dans ce cas, si l'amplitude d'une certaine classe est le double (le triple,
le quadruple,...) de l'amplitude normale, on prendra comme hauteur du
rectangle correspondant,” & une certaine échelle, la moitié (le tiers, le

quatriéme,...) de la fréguence,

|

-—Q—‘m—--—--..-—--.--.-...-.a.. " — o —— e > . > —— o P s S ] D o} T o 2 ) S s o o e i

57 e e e e
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Exemple 4:
Polygone des fréquences relatives cumulées de la capacité thoracique

?11 %

- MM'-—-—-——-—;—/

0,51
0,11
2695 2999 3259 3599 3899 4199 GLIY G799 5099 5399 .
i
Histogramme
By %
14 ] 0,28

2550 2850 3150 3450 3750  LO50 4350 4650 4950 5250 X
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3-~3 PREMIER CLASSEMENT DES DISTRIBUTIONS

On peut classer les distributions d'aprés l'allure de leur histogramme.

1= Distribution en cloehe

L'histogramme peut s'ajuster a une courbe de Gauss (voir cours de 6°)

dont il présente les principaux caractére: forme en cloche, symétrie,

concentration des valeurs observées autour de la "moyenne'.

Exemple 5:

Répartition de 10.000 arbres fruitiers d'aprés le nombre de fruits pro-

duits en une saison. Le nombre des arbres est exprimé en pourcentage

pour simplifier les calculs.

fruits Xy nii Xi
30470 2 50
704110 6 90
1104130 5 120
1304150 7 140
150¢170 14 160
1704190 17 180
1904210 16 200
2104230 15 220
230<250 7 240
250270 3 260
270<350 8 310

100




P
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13,
46,

A5,
4“‘

2- Distribution diesymétrique

IEAS _

dissymétrie vers la gauche vers la droité’
( voir ememple 4)

3~ Disribution en . L=- Distribution en J .

N

5. pistribution en U -
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3-4 QUELQUES AUTRES METHODES DE REPRESENTATION GRAPHIQUE DE DISTRIBUTIONS

1- Le diagramme par secteurs

Le péiys comptait 282 164 chémeurs complets (moyenne de 1978),
soit + 7,4 % de la population active.

Leur répartition par sexe

Lear ropartition par ge et par sexe

y “.V;,’{;UT S

} ] Hommes
0% E00-

. Femmes |25
s U()O_.

<20 2030 3040 4050 5060  60-70 ans

Sources : L’Economie belge en 1978 - pp. 25 & 27
INS - Annuaire statistique de la Belgique 1978 - p. 6

Au 31 juillet 1979, le pays comptait 288 801 chémeurs complets

LES RAFFINERIES DE BELGIQUE
ET LEUR CAPACITE
ANNUELLE THEORIQUE
DE RAFFINAGE - 1977
(en milliers de tonnes)

. SIBP: 17 000

. Esso: 12000

. Texaco Belgium: 9 370

. Chevron Qil Belgium: 7 000
. Albatros : 5 000

. RBP :5000

. Belgian Shell: 544

m N O 0 A~ W N~

. Anglo-Belges des Pétroles : 40

Total : 55 954 Statistiques de la Fédération Pétroliére Belge - 1968 & 1977 page 9
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2 -Le diagramme par bandes ou tuvaux d'orgue

QUI FINANCE LES ASSURANCES SOCIALES ?

Répartition des cotisations (la part des salariés et celle des
employeurs)

L |

Part payée par le travailleur

Part payée par I'employeur

Alloca- Maladies
maladie. Vacances tions fa- profes-
invalidité Chémage Pension . annuelles miliales sionnelles

Source : Apercu de la Sécurité sociale en Belgique - 1977 - p. 36

3= Le diagramme figuratif

1973

Gain horaire moyen de l'ouvrier et de l'employé dans 1l'industrie.




L~ Par diagamme en pyramide

QUELLE EST LA POPULATION DE BELGIQUE ?
Le nombre total des habitants de Belgique s’éléve a 9 823 000
Parmi ceux-ci on distingue : (chiffres de 1977)

- selon la nationalité 8 972 000 Belges soit 91,5 %
851 000 étrangers soit 8,5 %
- selon le sexe 4 808 000 hommes soit 49,- %
5 015 000 femmes soit 51,- %

- selon leur age 2 144 000 jeunes (moins de 15 ans)

6 302 000 adultes (de 15 & 64 ans)
1 377 000 personnes &gées (plus Qe 65ans)

HOMMES

400 300

19

Ages (95 et 4 LA PYRAMIDL
DES AGES
90 (Belges et étrangers)

FEMMES

200 300 400

t L Population active:* 38,9 %l I
Population inactive : 61,1 %
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4~ Parametres d’'une série statistique

Nous awaons jusqu'ici décrit une série statistique par des graphiques.
Dans ce qui suit, notre but sera de la caractériser par des nombres. On peut

cataloguer ceux-ci en deux groupes:

‘= Les paramétres de position qul caractérisent la tendance centrale de

la série.

Exemples: Le mode, la médiane, lIes moyennes ...

- Les paramétres de dispersion qui donnent une idée de 1l'étalement de
la distribution de la série.
Exemples: L'amplitude ou étendue, la variance, les écarts, les gquartiles,

le coefficient de variation...

k-1 EMPLOI DU SIGNE 2 :.

K
:§£¥i= X) 4 Xy b Xp b e Xy
k> 2 . 2 2
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L-2 PARAMETRES DE POSITION OU DE TENDANCE CENTRALE

L4L-2-1 Le mode

Le mode est la valeur de la variable a laquelle correspond la fréquence
la plus élevée . ( Le mode est donc la valeur " a la mode " ).

Pour une distribution non groupée, le mode est la valeur de la variable
4 laquelle correspond le point le plus élevé du diaéfammé en bitonnets
ou du polygone des fréguences.

Pour une distribution groupée en classes, le mode est la classe qui a la
fréquence la plus élevée. On parle alors de classe modale. La classe modale
se trouve aisément sur l'histogramme de la distribution:

Si on a des distributions dont la table des fréquences a deux ( 6u plusieurs)
valeurs localement maximales, on parlera de distibutions bimodales ( ou

plurimodales ). Ces distributions auront alors deux ( ou plusieurs) modes
ou classes modales .

Exemple 1 : Modes= 2 et 5

Exemple 2 : Mode = 6

Exemple 3 : Classe modale = 67,5

Exemple 4 : Classes modales = 2550 et 3750
Exemple 5 : Classe modale = 180

Avantages du mode comme paramétre de position:

- Il est aisé a4 déterminer et facilement interprétable

- I1 n'est pas influencé par les valeurs occasionnelles ou aberrantes
Désavantages du mode comme parameétre de position: '

- Il ne se pré&te pas aux traitements algébriques

- Il ne tient pas compte de toutes les données.
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L-2~-2 La médiane

La médiane d'une série statistique est la valeur de la variable qui
satisfait & la condition que le nombre de valeurs de la série qui la dépassent
aussi bien que le nombre de valeurs de la série qui lui sont inférieures.

sont, toutes les deux ,au plus égales a la moitié de l'effectif total de la
série.

Médiane d'un distribution non gtroupée

Si 1'effectif (n) de la série est impair, la médiane est 1'élément occupant
le milieu de la série statistique ordonnée.

51 1'effectif de la série est pair, la médiane est par convention, la
moyenne arithmétique des deux valeurs de la série répondant & la définition.

Exemple: {xi} = 13,4, 4y 5, 6, 8, 8, 8, 10} Me = 6

[} = {5, 6, 8, 10, 12, 13} Me = 8; 10 _ g

Graphiquement, la médiane est la valeur de la variable correspondant a
la fréquence 0,5 dans le diagramme des_fréquepces relatives cumulées.

T =t e

& Py

0,5 -a-------;.l__ 0,5}F . r—

'
|
!
|
L}
)
]
i
]
8]

- - ———

' He
a - i
1 b 1
Me = a Me = =— ( par convention)

Médiane d'une distribution groupée en classes

La médiane est l'abscisse correspondant a la verticale qui partage l'histo-
gramme de la distributiqn en deux parties d'aires égales.

Dans le polygone des fréquences relatives cumulées, la médiane sera la valeur
de ka variable qui a comme ordonnée 0,5. Généralement on doit faire une

reli&s par une droite. De cette maniére, on obtient une estimation de la
médiane:
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1° )~ Me est borme d'une classe: Pas de probleéme!

¢

Of|emecme=m

A Y: 0,5 ; X=M¢

> O,S-*fo. - Me -
(Pb_i.?o_ bea

S
X »|Mes 25-9o . (b-a)sa
P~ o

ol,a est la borne inférieure de la classe médiane
.%L est la somme des fréquences relatives de toutes les classes
inférieures & la classe médiane
S est 1l'effectif de la classe médiane =
b la b
+b-a est l'amplitude de la classe médiane
Cette interpolafion est valable si la classe modale est de faible
amplitude et si la répartition des variables y est uniforme.

Exemple 1 : Me =5
Exemple @ : Me = 6
A - 0.5 - 0.401
Exemple 3 : Me 0579 = 3.401 W 65 -~ 60 ) + 60 = 62,8
0.5 = 044

Exemple 4

Me = Fos—oi - (3899 — 3599) + 3599 = 3663




24

Avantages de la médiane comme paramétre de position:
- Elle est bien définie, facilement interprétable ét alsée 4 déterminer
- Elle n'est pas influencée par les cas aberrants
Inconvénients de la médiane comme parametre de position:
- Elle ne se préte pas a des traitements algébriques
- Les fluctuations dues au hasard entre les médianes de différents

échantillons extraits de la m8&me population sont assez larges.

4-2-3 La moyenne arithmétique X

1- La _moyenne arithmétique d'une série de nombres est le quotient de la

somme des éléments de. cette série par l'effectif de la série.
- Série statistique donnée en un tableau Brut, d'effectif n:

n
1

X = X,
ng i

- Série statistique donnée en. un tableau ordonné et recensé en p classes:
—_ 12 P
X = ﬁgnixizg £ie%4

~ Série statistique ayant unedistribution de données groupées en classes:
p

P
X :=§;3 f..X
1=11 i = i* "1

On suppose donc que toutes les variables observées de la classe ont

méme valeur que celle du centre de la classe. Il est & noter que pour les

distributions ayant une classe ouverte, la moyenne arithmétique n'existe pas!

C'est le cas de l'exemple numéro 3. Dans cet exemple, on peut néanmoins
considérer que 10 est le centre de la classe 20] et que 80 est le centre
de la classe ]70. Mais c'est omettre systématiquement toutes les personnes
de plus de 90 ans.

Exemple 1: X = 4,64

Exemple 2: X = 5,8

Exemple 3: X = 59,9 (contestable)
Exemple 4: X = 3660

Exemple 5: X = 189,6



2— Signification physique de la moyenne arithmétique

On représente 1l'échelle des valeurs observées par une barre de poids né-
gligeable munie de crans qui correspondent aux différentes valeurs.
Exemple 1:

I
Y ¥ YV P Y ¥ ¥ Y Y
= = =
fréquences:
0 0 L 2 5 7 4 2 o 1 0

On représente les fréguences par des poids qui Teur sont proportionnels,
par exemple 7 N pour la fréquence 7.

On constate que la-barre est en équilibre au point qui représente la moyenne
arithmétique.Le théoréme des moments est en effet vérifié:

2,64 . L{» +1 ,6“> o 2 + 0,64 . 5 = 17,014 '
et 0,36 + 7 + 1,36 o 4 + 2,8G. 2 + 4,36 o+ 1 = 17,04
La moyenne arithmétique constitue donc le centre de masse des données

lorsque celles-ci sont matérialisées par des objets pesants.

3- Signification géométrique de la moyenne arithmétique.
La verticale élevée de X dans le diagramme des fréquences relatives

cunmulées délimite deux aires égales:



Exemple 6: Distribution des logements d'une ville suivant le nombre de
piéces habitables

=1 s Y
1 0,05 | 0,05
2 0,16 | 0,21
3 | 0,28 | 0,49
L 0,22 | 0,7
5 0,13 | 0,84
6 0,08 | 0,92
7 0,06 | 0,98
8 0,02 1
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Aire de A = aire de B
Démonstration: Si xk(x<xk+1
Aire de A = (x-x1).f1 + (}(-xz).t"2 + ... + (x—xk).fk
OREAS
X f, = x, T
i=1 i i=1 173

Aire de B = (xk+1-x).fk+r + (xk+2-x).fk+2 + cee + prii).fp

L}
[
(w3
2]
o

o7
[
=

Une démonstration analogue montre qu'on a la méme propriété pour

le polygone des fréquences relatives cumulées.

L- Changement de variabls

Pour faciliter les calculs on peutifre amené a effectuer un changement

de variable du type

i:a.xi+b u’lbem'

Le tableau d'effectifs (xi,ni) sera alors remplacé par un tableau (xi,ni).

x!

Si X est la moyenne de la premiére série et X' celle de la série aprés

chanllement de variable, on a:




P P
4 q . — ] - -
Démonstration: X' = Z | xif = Z ) (axi+b) fi

P D
a f.x. + b f.

—
ax + b

Dans l'exempleli, si on effectue le changement de variable
xi - X3 = 2550
300

Ya moyenne arithmétique est nettement plus aisée a calculer.

xl x! ni x!ni
2550 0 3 0
2850 1. 1 1
3150 2 6 12
3450 3 12 36
3750 i 14 56
4050 5 8 40
4350 6 b 2k
4650 7 1 7
4950 8 Y 0
5250 9 1 9

5o 185 |
X = o xin, = %2 = 3,70
50 £ i 5O ’
3,70 = X'Eo?” > X = 300 . 3,70 + 2550 = 3660

5- Avantages et inconvénients de la moyenne arithmétique

Avantages:

- Elle est aisée a calculer, bien définie et facilement interprétable.

Elle se pr&te bien aux traitements algébriques

Elle met en jeu les valeurs de toutes les données

elle est la méme dans les échantillons extraits d'une méme

population, aux fluctuations dues au hasard prés.
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Inconvénients
- Elle est fort influencée par les données extrémes, surtout si le nom-
bre de données n'est pas grand. ( Un éléve qui remet une copie blanche
fait artificiellement diminuerla moyenne de la classe)
~ Elle perd sa signification quand certaines données sont indifférenciées
( Un zéro peut 8tre obtenu pour différentes raisons)

- L*interprétation de la moyenne est moins évidente quand la distribution

n'est pas symétrique.

L-2-4 Que chois;;,..} mode, médiane, moyenne arithmétigue?

Le mode, la médiane et la moyenne arithmétique sont les parametres de
tendance centrale les plus souvent utilisés. Ils sont confondus dans les
distributions unimodales symétriques. Dans les autres cas, pour décider
lequel parmi ceus-ci peut le mieux représenter la distribution, il
faut d'abord bien se poser le probleéeme.

1~ Peut-on.COmEeﬂser ce qu'il manque par ce qu .'il y a en trop?
' le déficit par le gain
les lacunes pat les excédents
si oui, on recherche X. “
Exemple : Un représentant de commerce qui demande a son employeur une
somme forfaitaire mensuelle pour ses déplacementd en voiture.

2- Faut-il réduire au maximum les écarts?
On a alors recourt & la médiane ou au mode: '
- A la médiane, si c'est la valeur de la différence gqui importe
ex.: Si on veut fabriquer un emballage valable pour différents articles
et ‘que chaque cm de carton cofite 1F, on choisira la médiane
comme emballage standard.

~ Au mode, si c'est le nombre de cas différents qui importe.
ex.:.Mﬁe‘exemple que ci-dessus , mais on doit prendre en considération
que chaque.retouche ou manipulation supplémentaire qudle qu'elle
soit cofite 5 F.
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D'autre part, on utilisera la médiane plutdt que la moyenne arithmétique
dans le cas oll la plupart des waleurs observées sont assez voisines,
quelques-unes seulemant s'en écartant beaucoup .
Exemple: Dans une entreprise qui compte 1000 ouvriers dont les salaires
sont assez voisins et une vingtaine de techniciens dont le salaire est net-

tement supérieur, on voit que ces derniers n'influenceront pas la médiane
des salaires alors qu'ils modifieront Beaucoup la moyenne arithmétique.

Le caractere sommaire des parametres de position est corrigé par les pa-
rametres de dispersion qui permettent d'estimer a quel point n'importe quel
élément de l'ensemble s'écarte en valaur de la mesure de tendance centrale
choisie.

I1 existe d'autres moyennes gui sont plus rarement utilisées par le
statisticien

4-2-5 La moyenne géométrique

La moyenne géomérique de n nombres est la racine n® du produit de ces n

n ]
=\/X.‘ X2X3 e e Xn

la moyenne géométrique est surtout utilisée lorsqu'on a affaire & des

nombres

valeurs qui croissent fort.
Exemple: En 1950, il y avait dans notre pays 270000 voitures enviton
En 1970, il y en avait environ 2 millions!

= ( 270000 + 2000000) / 2 = 1135000

= \270000 . 2000000 = 734000
Quel est le meilleur résultat sachant que la valeur Veritable pour

1960 étmit de 7531367

L-2-6 La moyenne harmonique

La moyenne harmonique de n nombres est l'inverse de la moyenne arithmétique,

de l'inverse de ces n nombres.




31
4-3 PARAMETRES DE DISPERSION

I1 est & noterqu'a partir de maintenant, si on parle de moyenne, il
s'agira de la moyenne arithmétigue.

4-3-1 Exemple 7 s

Points obtenus par les éléves de deux classes différentes & un m@me

contrdle.
Classe A Classe B
Xy ny ByXy P X5 g 2% | Qe
4 2 8 0,07 1 1 1 0,03
5. 7 35 0,30 2 1 2 0,06
6 10 60 0,63 3 2 6 0,12
? 6 42- | 0,83 4 3 12 0,22
8 L 32 0,96 5 3 15 0,32
NS L N
0,69
30 186 8 I 32 0,82
9 3 27 0,92
10 2 20 0,99
—_— = _ 186 30 186
Xg = X, =—7 = 6,2 R e j

Les deux classes ont méme effectif. La moyenne arithmétique est la
méme et pourtant, la différence entre les deux classes est grande.
Dans la classe A, les résultats sont centrés auhoug de la moyenne,

tandis qu'tls sont plus dispersés dans la classe B.

S yu—

L

>
N
v
Y
)
]
w
(e
-
n

\
No

g

\NE

—
N
!
[} rfrmes e s o e ¢ s b a6 ¢t @ e e s

»

(DS S
T e ~3

O

R




)

32

4-3-2 Etendue, amplitude ou intervalle de variation

Ltétendue, l'amplitude ou l'intervalle dq&ariation d'une distribution
est la différence entre la plus grande et la plus petite des valesurs
observées, B

Dans l'exemple 7: Classe A: étendue 9-4 = 5

Classe B: étendue 10-1 =9
Ce qul signifie que la classe A est plus homogéne que la classe B.
Ce paramétre n'est pas trés significatif car il ne tient compte que de

it

deux données. De plus dans les distributions groupées en classe, les
valeurs extrémes Xi sont souvent non définies; dans ce cas, 1l'étendue

de la distribution n'aPas beaucoup de sens.

4L-3-3 les quartiles Qs M =Qss Q;

Les gquartiles sont des parametres qul divisent la série statistique
en L parties égaleé} Un quart, au plus, des valeurs observées doivent
g8tre inférieures a Q1 et les 3/4 ,au plus, des valeurs observées doivent
lui 8tre supérieures. Qs co¥ncide avec la médiane. Au plus les 3/4 des
valeurs observées doivent &tre inférieures a Q3 et auvplus le quart

des valeurs observées doivent lui 8tre supérieures,

Dans le cas des distributions non groupées en classes, les quartiles

Ql” QZ’ Q3 sont les valeurs des variables correspondant aux fréquences

0,25 4, 0,5 , 0,75 dans le diagramme des fréguences relatives cumulées dela

distribution

Llovme R Clanne B,

%4 ‘?& 1
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o'_*si_"-""'""'"’" [N 1 3 S S
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izzsai:ci::e:e:eZl:i;:::tzzzsonzoze:;Zci:v:lasses’ %> G2» Q3 sont

ment 0,25 , 0,5 »0,75
pour ordonnée dans le polygone des fréquences relatives cumulées.

Pour trouver lesqurtiles, on détermine d'abord les classes Ja,b] dans
lesquelles ils sont situés et on détermine leur valeur par interpolation

linéaire comme dans le cas de la médiane page 23

0,25 =4 . |
Q = - o (b~ ) + ;
T 2) + a si 0,25€ Ja,b]
O,sf—
Q =M = d'__ Z .(d=¢c) + ¢ si 0,5 € Jc,d]
0375 "'fk

Qe = (1-k) + k i
5 =y si 0,75€1k,1]

Exemple 1: Q= | s Q= M= » Q3=
Exemple 2: Qf= ’ Q2= Me= ’ Q3=
Exemple 3: le, s Q= M= ’ Q3=
Exemple 43 Q= s Q= M= ’ Q3=
Exemple 5: Q= s Q= M = ’ Q3=
Exemple 6: @,= » Qo= M = > Q3=

4-3-l4 Intervalle interquartille = Q3 - Q1

Cette valeuf fournit une caractéristique de la dispersion qui n'est
pas influencée par les valeurs extrémes de la série. L'intervalle
interquartille comprend la moitié des valeurs observées de la distribution
qui se situent au centre de la distribution.

Exemple 1 : Q3 - Q1 =
Exemple 2 : Q3 - Q1 =
Exemple 3 Q3 - Q1 =
Exemple 4 :.Q3 -Qq =
Exemple 5 Q3 - Q1 =
Exemple 6 : Qz - Qy =

Exemple 7 : Classe A, Q3 = Q = Classe B, Qz - Q, =




4-3-§ Ecart-moyen absolu

On pourrait songer & caractériser la dispersion  d'une distribution
par la moyenne arithmétique de la somme des écarts de chaque valeur
observée par rapport a la moyenne. Mais

iy oy = L B 70
3 2 ni.(xi-x) = = - niX, X =0 rey

On évite l'annulation des écarts négatifs par les. écarts positifs au
moyen de valeurs absolues: k

L'écartemoyen absolu d'une distribution est 1a moyenne arithmétique
des valeurs absolues des differences entre la moyenne et les valeurs
observées de la série 2 m; )% -%X)

Exemple 7:

Classe A Classe B

x; | ng |xiJ§| ng .| x;-X| x| oy | I1%-%I n, .| %, -Xl

4 | 2| 2,2 boly 1 1 5,2 5,2

5 7 152 8,4 2 1 4,2 Ly2

6 | 10 0,2 2 3 2 3,2 654

7 6 0,8 Ly8 L 3 2,2 6,6

8 L 1,8 752 5 3 1,2 3,6

9 1 2,8 |..2,8 6 6 0,2 I,2

4 5 O,g g

0 29,6 8 4 I 2

’ > 9o | 3| 28 8,4

' 10 2 3,8 746

E.M.A. =—g-326—6- = 0,99 30 54,4

Shoky
E.M.AQ = "'3'6'-" 1,81

L*écart-moyen absolu présente comme inconvénient de donner le méme

. . § A
"poids" & toutes les valeurs, et en particulier aux valeurs extrémes.

Exemple 1: Ecart- moyem absolu =
Exemple 2.: Ecart-moyen absolu =
Exemple 3: Ecart-moyen absolu =
Exemple L : Ecart-moyen absolu =
Exemple 5: Ecart-moyen absolu =
Exemple 6: Ecart-moyen absolu =
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L'écart-moyen n'est employé que lorsque les écarts sont treés petits.
Par exemple le physicien qui fait différentes mesures d'une méme
grandeur lors d'une eXxpérience prendra en général la moyenne arithmétique
des valeurs observées comme valeur de la grandeur mesurée et l'écart-
moy¥en absolu comme erreur absolue de cette grandeur.

4L-3-6 La variance - L'écart-type

On a vu qu'un inconvénient de*l'écart-moyen absolu était de donner
la m&me importance a toutes les valeurs observées. Pour une étude
de la dispersion d'une distribution, il est préférable de valoriser
les valeurs extrémes des vaieurs observées. Ceci peut. se faire en
prenant le carré des écarts par rapport a la moyenne. De cette maniére
st une valeur est 3 fois plus distante gu'une autre de la moyenne, elle
interviendra 9 fois plus dans le parametre de dispersion.

1- Définition: La variance (UZ) d'une série statistique est la moyenne
arithmétique des carrés des écarts par rapport a la moyenne de toutes

les valeurs de la série.

p D
o2 = %;‘ni.(xi-x)a = 221, (x,-0)°
| =1 1=1

L'ecart-type est la racine carrée de la variance

- ]

p -2 p =2
T % i;%ni.(xi-x) = z;;;fi.(xi-x)

La variance et l'écart-type seront d'. autant plus grands que la

distribution est dispersée.



Exmple 7:

Classe A

x| oy | ny%y xi4§ (xi--'i)a n‘i(xi-?()2

L 2 8 -242 L,8L4 9,68

5 71 35 -1,2 I,Qh 10,08 — 186

?7 6 L2 0,8 0 64 3484

8 L | 32 1,8 3,24 12,96 L 4,8

9 1 9 | 2.8 | 7,84 7584 U, =43~ = 1,5
30| 186 Il 8 0 = 1,2

Classe B

x| ng | myX, inJi (xi—i)2 ni(xiéi)a

1 1 1 -5,2 27,04 27,04

2 1 2 | ~4,2 17,64 17,64

L" .3 12 “2’2 4,8’-} 11‘."52

5 3 15 -1,2 1,44 4,32 30

6 6| 36 | -0,2] o0, c6>u 0,24

7 51 35 0,8 0,64 3,2 G‘

8| h| 32| 1.8] Z2u | 12,9 a5t =

9 3 27 2,8 7,84 23,52

10 2 20 3,8 14,44 28,88 T= 2,3
30| 186 152,8 B

2~ Autre formule pour le calcul de la variance et de liécart-type

2

1 & _ =2 P .2 =2
=‘$___‘.nx X =23 f,x7 =X
ni=1i 1:111

Démonstrajion:

O %E_", . (x -X)
2 -— =2
= Sf: £,.(x5 - 2x.X + X°)
v B R S
=§E fix‘jz_ - afﬁfixi +'§2'E :fi
i= i=1

i=1




P .
= Z : fixi - 2%X.X + %2
24
_ Sﬂq 2 -2
- 12°7 ) fiij -

2 o2
X, xg oy ngxg
L 16 2 32
5 25 4 175 2 '
6 3% | 10 | 360 g =3 - 6,22 =1,5
7 49 6 294 v'
8 6L L 256 :
9 81 1 81 Ty = 152 |
30 | 1198 : |
Exemple 1: 0..2 = O =
Exemple 2: ¢? = , =
Exemple 3: 0-2 = , 0=
Exemple 4= 0—2 = , 0=
Exemple 5: az = y T =

qm
E

Exemple 6:

3- Quelques propriétés de la variance et de l'écart~type

Les dimensions de la variance sont égales au carré de la dimension
des données. L'écart-type a la mé&me unité que les données,

Dans un échantillon ol l'écart-type est inférleur & 15 % de la moyenne
on peul considérer que la dispersiom est faible. Dans un échantillon oi
1l'écart-type est supérieur 4 30 % de la moyenne, on peut considérer
gque la dispersion est forte. Ces nombres n'ont aucune valeur par eux-mémes
et sont donnés a titre purement . I.ndica.\::.?' o Le jugement doit 8tre accordé
a chaque situation. Dans l'exemple 7, par exemple,

X,= Xp = 6,2 gy = 152 ag = 2,3

12 - 20, =
700° 652 = 0,93 5 (g 652 = 1,86

0,93(5; {1,86 et 03 )1,86
La classe A adonc une disperdon qui n'est ni faible, ni forte . La classeB
a une dispersion forte.




La variance et l'écart-type ne dépendent pas de la taille des séries

statistigues. Si deux groupes de méme nature ont mé@me dispersion, ils ont
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méme variance et méme écart-type, méme si le nombre de données différe d'un

groupe a l'autre.

La variance est plus influencée par les données extr8mes que par les

données centrgles. Il faut donc se méfier des comparaisons de variance 4%
échantillons dont les disributions ont des formes trés différentes.

L- Changement de variable

Pour faciliter les calculs, on peut &tre amené a4 effictuer un changement

de variable du type

Si O est l'écart-type de la premiére série et O’celui de la série aprés

i

X! = é.xi + b

(voir page Z?)

changement de variable s ON a

o’

Démonstration:

2

2

'2

2

= a .0 g' = |lal. ¢

o
-
OV

= £

i
—

"
AN

‘fi°[( ax; + b ) -~ ( ax + b')] e
1

P
= iZ.‘ fio aao ( Xi-aa
=1
= a?¢3
Xi-2550
Exemple 4: On effectue le changement de variable Xi =
300
J2 2

X5 X oy | ongXg X§ nyX¢
2550 0 3 0 0 0
2850 1 1 1 1 1
3150 2 6 12 b 24
3450 3 12 36 9 108
3750 4 14 56 16 224
4050 5 8 L0 25 200
4350 6 L 24 36 144
L4650 7 1 7 49 49
4950 8 0 0 64 0]
5250 9 1 3 81 81

50 185 831

— X
300

2550

- Sm——

300




Xt = —5_"185 = 3,7
v =—5-o-831 - 3,7° = 2,9 et g% = (3‘56)2 .

T 2= 2,9 . (300)% = 261 10
g~ = 511

'5— Variable réduite

Pour comparer deux séries statistiques de méme nature, on compare leurs

moyennes qui caractérisent la tendance centrale et leurs écarts-type qui
caractérisent la dispersion des distributions des séries.

Ce travail de cdmparaison est simplifié si on soumet la variable au
préalable et dans chacune des séries 4 un changement de variable qui est
tel que les nouvelles moyennes valent O et les nouveaux écarts-type 1.

Ce changement de variable est

X, =X
x! = i
i o
On a bien x!' = l.':'c' -%2o0 et ' = év.“‘:
T q T
Exemple: Un éleve a 12/20 en math, .la moyenne de la classe étant de
deant-
10/20 et sabxacigggé de 2,4 . I1 a 11/20 en frangais, la moyenne de la dasse
étant de 10/20 et sanvemismoe de 1,1.En quelle matiére 1'éldve sera~t-il
le mieux classé? R
12 =10
En math, Xr;l = --—2—’-1;—— = 0,83
En francais, x} = =10 . 0,91
1,1

L'éleve sera donc mieux classé en frangais qu'en math.

Remarquons que si xi prend  les valeurs ...-=3, =2, =1, 0, 1, 2, 3, ...

X5 prend les valeurs ...X-36, X-20, X-T, X, X+¥, X+26, X+30, ..
et reprenons l'exemple 7:



X.= & Y. = 5 A
Classe A R A ClasseB ® _'_Q
Tq= LY | Ta=sg,3
| "1 “i*
104 10 |
54 5 |
1] 1
I Xy 1123 547 8910 =
b | R AR B 1
-2 -1 0 12 xi -2 -1 0 1 xi
Variable redquite
Xi oo e "2 ‘1 O 1 2 o0
xi(B) 156 3,9 6,2 8,5 10,8

Un: 8,5 dans la dasse B, - "vaut" donc un 7,4 dans la classe A.
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6~ Estimation de 1l'écart-type de la population apartir de l'échantillon

Si x est la moyenne de l'échantillon

X 15Xy Xz eeeX et si X' est la

vraie moyenne de la population, pour calculer l'écart-type de 1l'échantillon

nous avons travaillé sur les écarts

d
“i
mais pour avoir une bonne estimation de

= X,=X
i

nous devrions travailler sur les écarts
d, = X ;E,

l'écart-type de 1l'échantillon,

i i
: | . - Yeyx! 4
On a di.di = X-X N
n - — o
Z : (di - di) = n(x - x')
i=1
n - n
2 o 4 = n(xx") cary | d =0
=1 i=1
I T X
n i~
i=1
t 1 = !
(Dpdy =d] -g 339
n n
2 2 2 1 2
dy = &!° - S.d! > ar o+ - (37 4
i i n i 4 i na jo1 &
n n n n n
2 2 n 2 .
2 = A =3 7dr I ar + =, (33 a!)
= % ;z Loyl b 280t
n n
2 1 2
=22 4% - 5 (224))
=t BroIat
2, .2 1 2 2
— ' - 1 ' ' tgt '
_Z_'di n( A1 4+ eeo + g7+ 2d7d8 4 ... 4 2d!_.d! )
~o
4 2 2
~ 2 :di - ds ( Ont émet 1'hypothése qu'il y a autant
i=1 =1 d'écartd positifs que d'écarts négatifs
et que les écarts sont répartis de fagon égale )
n
n- 2
=5l gy




12

) n 1 —
Lz4 =
2 - l En (x .‘i! 2 ~ .._J_. (x ;)2
> g noo) n-142
o) | !
1 -2 1 i =2
G—"an 81_ (x;-%) "W-I 2 7y (%y7%)

(Correction de Bessel)

I1 serait en fait plus correct de toujours diviser par n-1 plutst

que par n dans le calcul decr'2 et deG . La différence est peu importante
sl n est grand. -

L-3-7 Coefficient de variation

V=-°=;— (;ti‘ O)

Ce paramétre ne dépend pas de l'unité de mesure choisie et est souvent
exprimé en %. :
‘ v = 1006~ %
—
L'avantage de ce paramétre est de pouvolr comparer la dispersion de
différentes séries statistiques dont les effectifs sont trés différents.
En se téferant a la page 37, si X est positif, on peut dire que
si Q"’(mo X 4, c-d~d siu<15%, alors la dispersion de la distibutionm
est faible et que si¢71oo X c-a-d siv)30 %, alors la dispersion de
la distribution est forte.
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L-3-8 Usage des différents parametres de la dispersion

L*étendue est peu utilisée car elle ne dépend que des deuxvaleurs
extrémes des valeurs observées.

L*écart-moyen absolu est utilisé lorsque tous les écarts par rapport
a la moyenne sont treés petits.

La Variancé, 1'écart-type et le coefficient de variation sont le plus
souvent utilisésj néanmoins pour les distributions disymétriques, on
recourt plutdt aux quartiles et a 1%écart interquartile.

4-~3~9 Inégalité de Bienaymé -~ Tchebicheff

ol
(voriabe tiduils)

Soit k la fréquence absolue de toutes 1les valeurs observées correspon-
dant & la région foncée.
k{n
Pour ces k observations que nous noterons X19XpsX3z see X , O 4




Ll

IX - x1g e €2 .,k

Pour les n-k autre bgervation
a s obsg ations que nous noterons X412 Xpap o0 X,

|§‘-xk+1|>p.r 16{1,2, ,n-k} (2)

D'autre part

n
2 1 - 2
T =5 22 (x=xp)

L21

ne? = (Tx)? 4 (Fx)? v s Gex)? r Fx, VREox )2
nG? > ('5{'-}(1:_,_1)2 + oeee + (E'-—xn)2

(2) n-‘l'2> p‘a_tl"2 + p20'2 + eeee ¥ p:~20"2

n.y2 7 (n--k)pzq-'2

n » (n--k)p2 (car =% 0)

-1—2 P (car n et p2> 0)

3 n

1 k

- 1 - -

2 >’ n

P

k 1 - .
DA T2 :

La fréquence relative cumuliée correspondant aux observations dont ltécart
& la moyenne est au plus égal a4 p écarts-types est supérieure &4 1 - -11;2

Exemple:
Distribution de 1526 manoeu¥res agricoles suivant la durée hebdoma-

daire de travail
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%:rée en . 11—52,5 . ®
u;es n; Xy S ngX: = ,;X{Z‘ n, x12
. _ 174
0J) -
A 10 | 37,5 3 -30 9 90
340,451 87 | 42,5 -2 -174 4 348
45,501 L73 | 47,5 -1 =473 1 473
350,551 457 | 52,5 0 0 0 0
255,601 111 |57,5 1 11 1 11
160,65] 304 |62,5 2 608 I 1216
J65,70] 54 167,5 3 162 9 486
370; 30 72,5 4 120 16 480
1526 : -677+1001 3204
= 324
=, 324 2 _3204 2
X'—W o) =3¢ — 0,212
-_-'0,212. oo ) 22’05’-"70 s
X = 53,6 of = 51,3675..
a =7,2

Appliquons Bienaymé-Tchebicheff avec p=2
[¥- 20, T+ 20)=[53,6 ~2.7,2 5 53,6 +2.7,2] =[39,2 ; 68,0]

et 1-L -1 -1 _o;75
p° .

Il y a donc 75 % des manoeuvres qui ont une durée hebdomadaire de

travaill domprise entre 39,2 heures et 68,0 heures.
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5~ La Gaussienne

Une étmde compléte de la distribution de Gaussi(distribution normale,
distribution en cloche) ne peut &tre faite ici puisdﬁe la connaissance
de la notion d'intégrale est nécessaire pour faire cette étmde.

La distribution normale étant la plus courante, il serait dommage de
ne pas en dire quélques mots.

Les phénoménes qui se distribuent selon une courbe en "“cloche" sont
ceux qui sont dfis au hasard ou tout au moins, qui sont le résultat
d'un grand nambre de facteurs, aglissant tous indépendamment les uns des
autres

WY PP e s s v e 0o e e

o1 | PSR

La courbe de Gauss est symétrique et a une forte concentration
dem observations autour de la moyenne: 68 % des observations sont
comprises entre X -0 et X « O et 95 % des obgervations sont comprises
entre X - 20" et X « 20° ., |

Dans l'exemple 5: X = 189,56 Cpys)

T = 56,4

68 arbres sur 100 doivent donc fournir entre 133 et 246 fruits

95 arbres sur 100 doivent donc fournir entre 77 et 302 fruits,
pour que la loi soit gaussienne. Ces résultats sont voisins de ceux
fournis par la série. On peut donc penser que cette ptoduction est
"normale".




6~ Serie statistique double

6-1 On peut étudier une populationsous deux caracteéres.
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Exemple: Etude de l'ensemble des propriétés rurales envisagée sous

un premier caractere "nombre de personnes actives' et sous un second

_ caractere " surface cultivable™.

Une enquédte donne les résultats suivants

 (a,b) :

(1,20)
(2,35)
(1,22)
(3.45)

[ By Y
WA

(2,42)
(2,40)
(3,39)
(4,65)

{4,70)

(1,25)
(1,26)
(1,30)

- (2,35)

(4,58)

(3,48)
(3,52)
(5,70)
(1,25)
(1,26)

(2,38)
(3,48)
(5,68)
(1,30)

(1,26}

a= nombre de personnes actives de la proriéteé

b= surface cultivable en ha de la propriété

(1,35) .

(1,30)

(2,36)

(2,38)
(2,45)

(2,50)
(2,27)

(2,32)

(3,55)
{3,56)

(2,35)
(2,36)
(2,42)
(3,52)
(z2,30)

On range dfabord les couples par orde de valeurs crolesantes du premier

élément . On obiient ainsli 5 classes. A l'intérieur de chaque classe

ocm ordonne ensuite les couples d'aprés le second caractére.

(1,20)
(1,22)
(1,25)
(1,25)
(1,26)
(1,26)
(1,26)
(1,30)
(1,30)
(1,30)
(1,35)

(2,27)
(2,30)
(2,32)
(2,35)
(2,35)

(2,35) -

(2,36)
(2,36)
(2,38)
(2,38)
(2,40)
(2,42)
(2,42)
(2,45)
(2,50)

(3,39)
(3,45)
(3,48)
(3,48)
(3,52)
(3,52)
(3,55)
(3,56)

6-2 Tableau de corrélation

(4,58)
(4,60)
(4,65)
(4,70)

(5,68)
(5,70)

On forme ensuiite un tableau en formant des classes a partir du second

caractere.

Chague alonne et chague ligne constitue une série statistique simple

(4 un caractere) . La dernidére ligne et la derniére colonne sont

appelées distributions marginales.
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surfaces

E—

20< 25

DeEERRHEE

5 § Total

254 30

3035

35< 40

- |\ [\ |

40<
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50< 60
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60<

70
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Total 11
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£-% Nuage de points

Cet

10

tte série double peut &tre représentée par un nuasge de points

60

50

Yo

35

30

45

20

40:

Jru»mmu»xuhhm
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6-4 Corrélation

La forme du nuage nous domne de précieux renseignements sur la
"corrélation" entre les deux caractéres:

On dit qu'il y a corrélation entre deux caractéres des éléments
d'une méme série lorsque les variations de 1l'un sont dépendantes des
variations de l'autre., Cette dépendance peut aller de la liaison
formelle ( relation mathématique entre les deux caractéres) a

1'indépendance complete.

Exemples:
| Y o0
.' * ,..o."- * o .‘0.0.. o° D
. R .y . R .o«’... ..
] & » #
© . . X a'o ., . 9',.0. c‘ .
LI v . e o * °
¢ e ° v . e o .. u.‘
o * "‘ . ¢ ®e 0“&. °
» & * » e e, hd L .
. ‘ ., . ‘e ° . °
s " : oS d L ©e
& "&‘D.,' l""
? .n‘ ¢ »a“‘.'. l.
LIS "..‘0
2 [ x
Indépendance totale Corrélation linéaire Corrélation
large linéalire serrée
Vi Y .
S )
Y L J
[ ..
[ ] 4
]
L4 ve
., .
*
I. ‘.
h.. ¢
*
l.l...
i w_—
X X

Coprélation linééire
parfaite

Corrélation parabolique




6-5 Corrélation linéaire
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3

Valeurs centrales des lignes

50

Marguons d'une croix les valeurs centales des bandes paralléles

a4 1'axe des ordonnées et les valeurs centrales des bandes paralldles
3 l1'axe des abscisses. Dans les deux cas, les croix adoptent une
direction Iinéaire.

Dans le premier cas, si mous ajust_ons cette série de croix a une
droite, l'équation de cette droite y = ax + b donnera la surface
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cultivable des fermes en fonction du nombre de persohnes actives. La série
de croix donne en effet par leurs coordonnées une valéur approximative
de y en fanction de x. La droite obtenue est appelée droite de
régression de y en x. (On prédit y & partir de x)

Dans le second cas, si nous ajustons cette série de croix a une
droiite, 1l'éguation de cette droite x= a'y + b' donnera le nombre de
personnes actives de la ferme en fonction de la surface cultivable.
La série de croix donne en effet par leurs coordonnées une valeur appro-
Xximative de x en fonction de y. La droite obtenue est appelée droite

de régression de x en y. ( on prédit x & partir de ¥)

Quelle est l'équation de ces droites?

6-6 Méthode des moindres carrés

Cette méthode consiste a trouver l'équation d'une droite telle
4 R
que la somme des carrés des ﬁistance% des points observés a la droite
(4 .

d'ajustement soit minimale.

Cas 1:

10 .La droite recherchée passe par le point (X,Y) ot~
X est la moyenne des abscisses des points( moyenne de la ligne
marginale )
Y est la moyenne des ordonnées des points ( moyennede la
colonne marginale)

DEy~-Y=a.l x-T%)
2° = Calcul du chefficient directeur de D

n
» A
I1 faut que 2:3(31 - yi)Z soit minimale
t=1
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n n — _ 5
2:; y ~vh? 2 vy - Ay - F)

Z:.'(.Yi + a (xi-—f) +y -Zayi(.xi—ﬂ -2y, + 2ay(xi-x)' )

=

Dérivons par rappdrt 4 a. Cette dérivée dait &tre nulle

n n n
2a é;%(xi-i)a - 202 vy Oy ¢ FT (1) =0

B - o
(x,-X)° = ¥i(x,=%x) - ¥ (x,-%)
iyl rpmSRE AL &=

—
2 (xi—'f).(yi-f)

i=1

L3 —\2
EE? (x; %)

Droite de régress%on de y en x:

E (xi——)(yi-y)
DE'_y-)-r.zi=1 = (x - %)
2 (xi-i')2
i=1 i

Cas 2: Par le mfie raisonnement on trouve,

Droite de régression de x en y:

Yi

n
S (2-%)(3;-F)
P Z x - x= = Ay-7F)
i=1
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Explication de la eetenne (ﬁi'ﬂ)a
lf%m.

Considérons les points de la colonne 1( sur le graphique).
La somme des produits (x -x)(y -y) relatifs & ces points est égale a:

2.(-1,275). (-19 5) + 5 (=15275) . (=14,5) + 3.(=1,275).(-9,5)
+ 1.(=1,275).(-4,5)

(=1,275). [2.0=19,5) + 5.(-14,5) + 3.(=9,5) + 1.(=4,5)]
(=1,275).  (-144,5) |

Le résultat de la quantité entre crochets est inscrit dans la premiére
case de la cﬁt;zge (ji;g)ai.
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Pour notre exemple:

Droite de régression de y en x:
503
D=y - 42 =———.( x - 2,275)
49,95

D= y = 10,07.x + 29,16

Droite de régression de x en y:
503

6377,5
D'T x = 0,078.y - 1

D!'= x - 2,275 = . (y=-142)

6~7 Coefficient de corrélation

Le degré de corrélation entre deux caactéres d'une mé&me population
sera caractérisé par 1l'écartement entre les droites de régression.

Si les deai$;:?50nt,li§fs par une liaison forhelle, les deux droites
seront confondues. Si les deux caracteres sont indépendants, les deux

droites seront respectivement paralleéles aux axes car la valeur

;f} (xi4§7(y14§) serait sensiblement nulle; la somme des produits relatifs
=1 .

aux régions A et B annulant la somme des produits relatifs aux régions C
et D;
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Pour mesurer l'écartement des droites, nous calculerons la racine
carrée du produit des "pentes" des droites de régression (! attention,

ces pentes sont calculées dans des axes différents!!!)

n - n -
| 2 3 (x - (y;-9) 23 (x;-%) (y,-¥)
Coefficient de corrélation,r = ={[-2=l— . 221 _
2 ' -
\ 81 (Xi—i) iE"(yi-y)Z
i= =1

( L'emploi du signe + ou - sera expliqué dans les remarques gqui suivent

ce paragraphe)

' 1
Dans notre exemple, r = V10,07 . 0,078 = 0,88

Remarques:

1) On donne & r le signe de 2_J (xii§)(yiJ§) .
i=1

Si.1'>(h les deux droites sont croissantes et les valeurs des deux

=

caractéres sont proportionnelles.

Si r{ 0, les deux droites sont décroissantes et lesvaleurs des
deux caractéres sont inversément proportionnelles.

2) Le aefficient de corrélation ne peut &tre utilisé que dans le cas
de corrélation '"linéaire". Pour les autres cas, on a recourt au rapport de
corrélation de Pearson ou au coefficient de Spearman.

3) En dessous de r= 0,25 on a tendance a penser qu'il nty a aucune
corrélation entre lesg deux caractéres.

4\ R va uxnmé» cotlakion entuw lon doun coractuote .
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