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MATHEMATIQUE 1. Minimiser la surface d'une boite cylindrique

LES DERIVEES ET...  Comment construire une boite de conserve cylindrique d'un litre en utilisant le
LES BOITES DE moins de métal possible ?
CONSERVE

Choisissons d'exprimer » et 4 en dm.

Frédéricko M. --
Parker M.

N

On a la relation ¥ = = r*h = 1 d'ol on déduit que » = -1—2 1)
Tr

La surface totale de métal utilisé vaut S totale = 2 Tri+ 2 wrh

2
ou encore vu (1) Stotale = 2 wr?® + =.
r

La dérivée de cette fonction par rapport a la variable r vaut
d S totale 2 4y -2
— = AR - o = T,
dr r r

r r<n m r>n

dsS <0 0 >0
dr
S fonction minimum fonction
décroissante croissante

o
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MATHEMATIQUE

A

Stoialc

10+

L'étude de cette fonction S nous donne la valeur de r pour laquelle la surface de
métal a utiliser est minimale :

1
r = = 0,54 dm
Va2m

2
avec,vu(l)hl = ﬁ = 2)‘1 = 1,08dm

et S minimale = 3.3 2 7 = 5,54 dm®.

Il est a noter que 1'égalité entre le diamétre et la hauteur de la boite de surface
totale minimale est vraie quel que soit le volume imposé a la boite.

'Q/
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Q/

2. Le probléme des déchets de métal

La solution proposée ci-dessus n'est valable que si 1'on ne tient pas compte des
déchets lors de la découpe du métal, ou encore, si ceux-ci pouvaient étre
recyclés sans frais pour faire d'autres boites de conserve. Dans le cas contraire,
quel modéle mathématique pourrait tenir compte des déchets occasionnés par
la découpe du métal ?

En ce qui concerne Ia surface latérale des boites, on peut considérer qu'il n'y a
pas de déchet vu qu'on 1'obtient au moyen d'une surface rectangulaire de métal.
On peut construire les couvercles 4 partir de carrés ayant une longueur 2 » pour
cotés. Dans ce cas, nous pouvons nous reposer la question initiale : comment
construire une boite de conserve d'un litre en utilisant le moins de métal
possible ?

N

La surface de métal utilisée pour chaque cercle vaut dans ce cas 4 r2 et il y a
4r* - mrt = (4 - m) r* (2) de déchet de métal non réutilisable pour chaque
couvercle.
La surface de métal utilisée pour construire une boite de conserve est alors de
Stotale = 8 r* + 3,
B
d S totale 2 167 -2
= = —

dont la dérivée ——— = 16r - T
r r r

nous fournit les dimensions de la boite utilisant le minimum de métal :

1 4
r o= -2-dmavec,vu(l)hz = — = 1,27 dm et S minimale = 6,00 dm?.
T
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La quantité de déchet de métal peut étre diminuée si les cercles utilisés pour faire MATHEMATIQUE
les couvercles des boites de conserve sont extraits d'hexagones.

Nous ferons 1'hypothése que la surface de métal d'ol sont extraits les hexagones
est assez grande que pour pouvoir négliger les déchets extérieurs aux hexagones,
sur le pourtour de la surface de métal.

A nouveau, reposons-nous la question : comment construire une boite de
conserve d'un litre en utilisant le moins de métal possible ?

=€ —=w
] ]
i |

Si ¢ est le coté de 1'hexagone qui circonscrit le cercle de rayon r, nous avons la

2
. B C 2V3
relation r* + il cdouc = —3—r

La surface de 1'hexagone vaut donc 2 V3 7% et le déchet de métal par couvercle

serade 2 /32 -nrr = (243 - 7).

Q)
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Q.

En comparant ce résultat 3 (2), on voit que la découpe hexagonale est plus
avantageuse que la précédente.

I . 2
La surface totale de métal utilisé vaut cette fois S totale = (4 v 3 * + =)
,

2 8v3r-2
etonad—s—tg—ta—lg = SJ_3r- —_— F e

r r? r?

Les dimensions de la boite utilisant le minimum de métal valent donc :
2 1

r=123 .36 =0,5dm,

1
33

In
A
N
]

et S minimale

3. Le recyclage des déchets

Dans le cas ou 1'usine peut recycler les déchets, le probléme est a envisager
différemment.

Supposons qu'étant donnés les frais de recyclage, les déchets soient vendus au
dixiéme du prix du métal laminé en bandes rectangulaires.

Dans le premier cas, cas oil les cercles des couvercles sont extraits de carrés, le
prix d'une boite de conserve serait proportionnel a

P1_8r2+_'i(8'275)r2
r 10
' 16 4 2 72 +21)7 - 10
avecP1=(16-—+_)r__2_=( 2
10 10 r 5y

Dans le second cas, cas ou les cercles des couvercles sont extraits d'hexagones,
le prix d'une boite de conserve serait proportionnel a

2
P2=4\/_3r2+—-1—10(4\/—3-27:)r2
r

) 2 + 3 .
avecP2=(sJ_3-3_____V310‘“")r_lz= 36 4/ 3 523r)r 10
r re

et P, minimal = 5,70 dm®

5
our » = 3’ ————— = 0,53dmet 2 = 1,14 dm.
P 1843 + =
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4. La surface en fonction du rapport A/r MATHEMATIQUE

On constate que le probléme des déchets, c'est-a-dire la forme des polygones
dont sont extraits les cercles, ne modifie que peu le rapport entre le rayon et la
hauteur de la boite qui utilise le minimum de métal.

Or, le commerce offre des boites de conserve de dimensions fort variées.
Revenons 2 1'hypothése simplificatrice qui ne tient compte que de la surface
totale de la boite de conserve et étudions comment varie la surface totale d'une

boite cylindrique de volume fixé en fonction du rapport
h

x = —.
r

1
Ona V==nrx=1doar= (nx)3

et S=2xnr(Q1 +x)

1 2
donc S=2.m3.x3 (1 +x).

On retrouve le résultat obtenu précédemment, 4 savoir que S est minimum pour
x = 2. Voici un graphique! de S en fonction de x :

1o RS »
7% B %% 1% 21% 10% :
(CD % T = £ | i
- R i
gm i ﬁ ﬂ“’“ ﬂ 8
I ' %
O S
L . 124 % 1%
—— l l | | a]'/o
ol yy 2 3 3 5
't'-‘y‘—‘ ————

!Extrait de Hewet Wiskunde
- Differentiéren 2 - 5/6 V A -
Educaboek, Culemborg.

Ql
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5. La réalité économique

Pourquoi toutes les boites. de conserve que l'on trouve dans le commerce
n'ont-elles pas les dimensions des différents modéles étudiés ci-dessus ?

Les firmes SOBEMI et MASSILY S.A. nous ont fourni quelques renseignements
i ce propos : en réalité, certains facteurs doivent étre pris en considération dans
le choix des dimensions d'une boite de conserve. Ainsi, le produit 4 conditionner
détermine parfois la forme de la boite ; c'est le cas, par exemple, pour les
asperges. L'aspect marketing a lui aussi son importance : les boites hautes sont
en effet plus vendues que les basses.

D'autre part, pour augmenter la solidité, on utilise parfois des métaux différents
ou des feuilles de métal d'épaisseurs différentes pour les couvercles et pour la
surface latérale. La matiére de base pour la fabrication des boites se présente
sous forme de rouleaux d'une dizaine de kilométres de longueur et d'une largeur
d'environ un métre. De ces rouleaux, on coupe des plaques dont la longueur
varie suivant qu'elles seront utilisées pour la fabrication des surfaces latérales ou
pour la fabrication des couvercles. Les plaques destinées aux surfaces latérales
sont découpées en rectangle et leur rendement est approximativement de 99 %.
Les plaques destinées aux couvercles sont souvent découpées de la fagon
suivante : ’

Leur rendement est compris entre 88 % et 96 %.
En général, les couvercles de la boite sont plus épais que la face latérale : par
exemple, pour une contenance d'un demi-litre, le métal utilisé pour la surface

latérale a 0,16 mm d'épaisseur tandis que pour les couvercles, 1'épaisseur est
de 0,20 mm.
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La firme SOBEMI nous signale encore que le colit de la matiére premiere est MATHEMATIQUE
environ 60 % du prix de fabrication et qu'aprés désétamage, les déchets sont

utilisés comme matiére premiére dans les fours métallurgiques. La vente de ces

déchets permet seulement de couvrir les frais de transport de ceux-ci.

Nous remercions vivement les firmes HESBY FRUIT S.A., MASSILY S.A,,
RENA et SOBEMI d'avoir répondu 2 nos questions et de nous avoir fourni des
renseignements fort intéressants.

La firme MASSILY nous a communiqué une enquéte statistique sur le nombre de
boites de différentes dimensions fabriquées au cours de 1'année 1993. Ces
données peuvent éventuellement étre exploitées au cours de statistique. Les
professeurs qui le souhaitent peuvent obtenir ces données en s'adressant a
I'UREM.

G
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