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Introdution
Dans ma thèse, j'étudie des équations dont les inonnues sontdes fontions. On note

u = fontion inonnue, �unknown�
= vitesse, température, densité. . .
= u(t, x, y, z, . . .)
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IntrodutionUne équation peut avoir 1 seule solution, plusieurs solutions,voire même une in�nité de solutions, ou auune solutionLe mathématiien fournit rarement la solution expliited'une équationAujourd'hui, il y a de nombreuses équations pour lesquelleson ne onnait pas la solutionwww.laymath.org/millennium/Navier-Stokes_Equations/ 4
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Soit u = u(t) la densité d'une population à un instant t
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Modèles de dynamique des populations
Soit u = u(t) la densité d'une population à un instant tMalthus (1798): du

dt
= naissanes − déèsnaissanes = αu, déès = β u

⇒ du

dt
= (α − β)u = λu (λ est le taux de roissane)
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Modèles de dynamique des populationsMalthus (1798): du

dt
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Solution: u(t) = u0 e
λt 6
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Modèles de dynamique des populations
Fisher (1937): ∂u

∂t
= naissanes − déès + migration
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Modèles de dynamique des populations
Fisher (1937): ∂u

∂t
= naissanes − déès + migration

⇒ ∂u

∂t
= ∆u + λu

(

M − u
) dans (0,∞) × Ω

u = u(t, x) − densité de la population
Ω − son habitat, son domaine
∆u

déf
=

∑N
i=1 ∂

2
xi
u − la migration 8



Modèles de dynamique des populations
Shigesada, Kawasaki, Teramoto (1986):

∂u

∂t
= ∆u + λu

(

m(x)− u
) dans (0,∞)× Ω

m = m(x) − ressoures disponibles au point x ∈ Ω
{

x ∈ Ω : m > 0
}

− région favorable
{

x ∈ Ω : m < 0
}

− région défavorable
9



Maximisation de la survie de l'espèeOn étudie la solution u de
(P )











∂tu−∆u = λu
(

m− u
) dans (0,∞) × Ω

∂νu = 0 sur (0,∞) × ∂Ω

u(0) = u0 dans Ω
Ω − un domaine borné de R

N

λ > 0 − un paramètre
m = m(x) − une fontion 10



Maximisation de la survie de l'espèeThéorème : Soit u = u(t, x) une solution positive de (P )
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Maximisation de la survie de l'espèeThéorème : Soit u = u(t, x) une solution positive de (P )Si ∫
Ω
m > 0 alors u(t, ·) → ū dans Lr(Ω) quand t → ∞où ū > 0 est l'unique solution stationnaire de (P )Si m 6 0 alors u(t, ·) → 0 dans Lr(Ω) quand t → ∞Si ∫

Ω
m < 0 et si m hange de signe : deux as !Si λ > λ1 alors u(t, ·) → ū dans Lr(Ω)Si λ 6 λ1 alors u(t, ·) → 0 dans Lr(Ω) 11



Maximisation de la survie de l'espèeQue vaut λ1 = λ1(m) ?Soit le problème
{

−∆v = µmv dans Ω
∂νv = 0 sur ∂Ω
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Maximisation de la survie de l'espèeQue vaut λ1 = λ1(m) ?Soit le problème
{

−∆v = µmv dans Ω
∂νv = 0 sur ∂ΩS'il existe (v, µ) solution et si v 6≡ 0 alors µ est une valeur propreSi de plus v > 0 alors µ est une valeur propre prinipale.

→ λ1 est l'unique valeur propre prinipale 6= 0 ! 12



Maximisation de la survie de l'espèeThéorème (rappel) :Si ∫
Ω
m < 0 et si m hange de signe : deux asSi λ > λ1(m) alors u(t, ·) → ū dans Lr(Ω) (survie)Si λ 6 λ1(m) alors u(t, ·) → 0 dans Lr(Ω) (extintion)
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Maximisation de la survie de l'espèeThéorème (rappel) :Si ∫
Ω
m < 0 et si m hange de signe : deux asSi λ > λ1(m) alors u(t, ·) → ū dans Lr(Ω) (survie)Si λ 6 λ1(m) alors u(t, ·) → 0 dans Lr(Ω) (extintion)Question: Pour quelles fontions m , le nombre λ1(m) est - t - ille plus petit ? 13



Maximisation de la survie de l'espèeDé�nitions: Etant donnés a1, a2, a3 > 0

M déf
=

{

m ∈ L∞(Ω) :
∫

Ω
m 6 −a3, m hange de signeet − a1 6 m(x) 6 a2

}
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Maximisation de la survie de l'espèeDé�nitions: Etant donnés a1, a2, a3 > 0

M déf
=

{

m ∈ L∞(Ω) :
∫

Ω
m 6 −a3, m hange de signeet − a1 6 m(x) 6 a2

}

λmin
déf
= min

{

λ1(m) : m ∈ M
}

Problème: Trouver m ∈ M tel que λ1(m) = λmin 14



Maximisation de la survie de l'espèeThéorème (Propriété �bang-bang�) :Soit m ∈ M tel que λ1(m) = λmin.
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Maximisation de la survie de l'espèeThéorème (Propriété �bang-bang�) :Soit m ∈ M tel que λ1(m) = λmin. Alors il existe D ⊂ Ω tel que
m(x) =

{

a2 si x ∈ D

−a1 si x ∈ Ω \DDe plus, l'aire de D vaut a1|Ω|−a3
a1+a2

et
D = {ϕ1 > t} pour un ertain t > 0où ϕ1 > 0 est une fontion propre assoiée à λ1(m) 15



Maximisation de la survie de l'espèe
Théorème (Dimension 1) :Supposons que Ω = (0, 1). Si m ∈ M est tel que λ1(m) = λmin
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Maximisation de la survie de l'espèe
Théorème (Dimension 1) :Supposons que Ω = (0, 1). Si m ∈ M est tel que λ1(m) = λminalors m(x) = a2 si x ∈ D, m(x) = −a1 si x ∈ Dcet D = (0, a) ou D = (1− a, 1)
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Maximisation de la survie de l'espèe

Ω = un arré
17



Maximisation de la survie de l'espèe

Ω = un disque ou un triangle
18



Maximisation de la survie de l'espèe

Ω = un anneau
19



Maximisation de la survie de l'espèeDans ma thèse, j'étudie










∂tu−∆pu = λ|u|p−2u
(

m− |u|q
) dans (0,∞) × Ω

∂νu = 0 sur (0,∞) × ∂Ω

u(0) = u0 dans Ω
∆p − le p -Laplaien : pour 1 < p < ∞

∆pu
déf
= div

(

|∇u|p−2∇u
)
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Maximisation de la survie de l'espèeDans ma thèse, j'étudie










∂tu−∆pu = λ|u|p−2u
(

m− |u|q
) dans (0,∞) × Ω

∂νu = 0 sur (0,∞) × ∂Ω

u(0) = u0 dans Ω
∆p − le p -Laplaien : pour 1 < p < ∞

∆pu
déf
= div

(

|∇u|p−2∇u
) CHAP 4 20



La ourbure moyenneSoit C une ourbe dans le plan et P un point de la ourbeLe erle osulateur au point P est le erle qui approxime lemieux la ourbe au voisinage de P .
•P

21
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•P

·
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La ourbure moyenne
La ourbure κ de C au point P est dé�nie par

κ =

{

1/R si le erle est au-dessus
−1/R si le erle est en-dessousoù R est le rayon du erle osulateur au point P

→ http://demonstrations.wolfram.om
22

http://demonstrations.wolfram.com


Un probleme à ourbure moyenne presriteOn onsidère
(P )







− div
(

∇u√
1+|∇u|2

)

= λ |u|p−2u dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

u − la fontion inonnue
λ > 0 − un paramètre
p ∈ (2, 2N

N−2
) − un réel �xé
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Un probleme à ourbure moyenne presriteOn onsidère
(P )







− div
(

∇u√
1+|∇u|2

)

= λ |u|p−2u dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

u − la fontion inonnue
λ > 0 − un paramètre
p ∈ (2, 2N

N−2
) − un réel �xé

→ Question: Existe - t - il des solutions qui hangent de signe?RÉFÉRENCES 23



Un probleme à ourbure moyenne presriteThéorème (Existene) :Il existe λ∗ > 0 tel que λ > λ∗ ⇒
(P ) a au moins une solution qui hange de signe une fois.
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Un probleme à ourbure moyenne presriteThéorème (Existene) :Il existe λ∗ > 0 tel que λ > λ∗ ⇒
(P ) a au moins une solution qui hange de signe une fois.Théorème (Multipliité) :Pour tout naturel k, il existe λ = λ(k) tel que λ > λ ⇒
(P ) a au moins 2k solutions qui hangent de signe.
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Un probleme à ourbure moyenne presrite
Théorème (Perte de symétrie) :Supposons que Ω = boule. Si λ est grand alors
(P ) a une solution qui hange de signe et qui n'est pas radiale.De plus, (P ) a au moins 2 solutions hangeant de signe une fois.
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